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1. Mondjon legalabb harom példat predikatumra!

P(z) - x prim M (z,y) - x meréleges y-ra
E(z) - = egyenes D(z,y) - x osztdja y-nak
2. Sorolja fel a logikai jeleket!
A - 68" (konjunkcio) & - akkor, és csak akkor” (ekvivalencia)
V - vagy” (diszjunkcid) — - ,nem” (negacio)
= - ,ha ..., akkor ..” (implikacié) @ - kizard vagy

3. Milyen kvantorokat ismer? Mi a jeliik?
3 - létezik, idegen szoval egzisztencialis kvantor
V - minden, azaz univerzalis kavantor

4. Mikor van egy valtozé egy kvantor hataskorében?
A (VaF) formuldban az F-ben szereplé x valtozok a ¥V kvantor hataskorében allnak.

5. Mik a nyitott, és mik a zart formulak?
Ha egy formulanak van szabad valtozdja, akkor nyitott, egyébként zart.

6. Mondjon két példat nyitott formulara!
E(x) - x egyenes I(z,y) - = egyenes illeszkedik y pontra
P(zx) - x pont
x és y szabad valtozok az alabbi nyitott formuldkban:

Alz.y) = (E(z) A P(y) N (z,y))

Bla,y) = ((B@) A I(w,y) = PW))

7. Mondjon egy példat zart formulara!

c() = (v:c<E(x) = Jy(P(y) A f(%:q))))

8. Definialja a részhalmaz és a valddi részhalmaz fogalmat, és adja meg a kapcso-
16d6 jeloléseket!
B halmaz részhalmaza A halmaznak, ha B minden eleme A-nak is eleme.
Jelolés: BC A, AD B
Ha B részhalmaza A-nak, de nem egyenld vele, akkor B valodi részhalmaza A-nak.
Jelolés: BC A, ADB

9. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a halmazok egyenlGsége?
A, B, C halmazok esetén:

1. reflexiv: (VA(A = A))
tranzitiv: (VA,B,C(A=B)AN(B=C))= (A=0C))
antiszimmetrikus: (VA, B((A = B) A (B A)) = (A= B))
szimmetrikus: (VA, B((A=B) = (B =A)))
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10. Irja le a részhalmaz fogalmat! Milyen jeldléseket hasznilunk a részhalmazok
megadasara?
B halmaz részhalmaza A halmaznak, ha B minden eleme A-nak is eleme.

Formalisan: B = {z € A|F(x)}

11. irja le az iires halmaz fogalmat!
Olyan halmaz, melynek nincs eleme. Jelolés: () = {}



12. Igaz-e, hogy csak egy iires halmaz van?
Igaz, a meghatarozottsagi axioma miatt csak egy tires halmaz van.

13. Irja le két halmaz unidjat, és a megfelels jeloléseket!
Ha A és B halmaz, akkor A unié B azokat az elemeket tartalmazza, melyek A-nak, B-nek
vagy mindkettonek elemei. Jele: AU B9

14. Irja le a halmazrendszer unidjit, és a megfelels jeldléseket!
Olyan halmaz, melynek elemei az A halmazrendszer valamely elemének az elemei.
Formélisan: UA = UgecaH ={z|FH € A:x € H}
Jelolés: UA, U{A|A € A}, UgeaA

15. Fogalmazza meg a halmazok unidjanak alaptulajdonsagait!
A, B, C halmazok

1. Aub=A

2. AUB=BUA (kommutativ)

3. (AUB)UC =AU (BUC) (asszociativ)

4. AUA=A (idempotens)

5 ACBs AUuB=B

16. Definidlja a halmazrendszer és két halmaz metszetét, illetve adja meg a kap-
csolddo jeloléseket!
Ha A és B halmaz, akkor A metszet B azon elemek halmaza, melyek A-nak és B-nek is
elemei. Jelolés: AN B

Formélisan: AN B :={z € A|x € B}
A halmazrendszer metszete az a halmaz, melynek elemei a halmazrendszer minden ele-
mének eleme. Jelolés: NA, N{A|A € A}, NacaA

Formélisan: NA := {a : @ € A minden A € A-ra}

17. Fogalmazza meg a halmazok metszetének alaptulajdonsagait!
A, B, C halmazok

1. ANO=0

2. AnNB=BNA (kommutativ)

3. (ANnB)NC=AN(BNC) (asszociativ)

4. AnNA=A (idempotens)

5 ACBs ANnB=A

18. Fogalmazza meg az unié és a metszet disztributivitasat!
A, B, C halmazok
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

19. Definialja a halmazok kiilénbségét, szimmetrikus differencidjat és komplemen-
terét!

A, B halmaz

kiilonbség: A\ B:={x € A|x ¢ B}

szimmetrikus differencia: AA B :={z|r € Az € B} =(A\B)U(B\A)
A halmaz X-re vonatkoz6 komplementere: A := X \ A



20. Fogalmazza meg a halmazok komplementerének alaptulajdonsagait!

1. A=A 3. X =0 6. ACB< BCA
2.0=X 4. AUA=X 7. AUB=ANB
5. ANA=1 8. ANB=AUB

21. Irja le a hatvanyhalmaz fogalmat! Milyen jeldlések kapcsolédnak hozza?
Ha A halmaz, akkor A hatvanyhalmaza egy olyan halmazrendszer, melynek elemei A
részhalmazai. Jele: P(A)

22. Definialja a rendezett par fogalmat és koordinatait!

Bérmely z,y esetén (z,y) := {{z}, {z,y}}
Az (x,y) rendezett par els6 koordinataja x, a masodik y.

23. Definialja két halmaz Descartes-szorzatat!
X, Y halmaz
X xY :={(z,y)|z € X Ay € Y} rendezett parokb¢l 4ll6 halmaz X és Y Descartes-
szorzata.

24. Definialja a binér relacié fogalmat, és adja meg a kapcsolédé jeloléseket!
R relacié minden eleme egy rendezett par.
Jelolések: (z,y) € R vagy xRy (x és y kozott fenndll az R relacid)

25. Adjon harom példat binér relaciora!
1.0

2. Ix ={(z,2) e X x X |z € X}

3. R={(z,y) e R*|2? =y}

26. Mit jelent az, hogy R relacié X és Y kozott? Mit jelent az, hogy R egy X-beli
relaci6?
R relacio X és Y halmaz kozott: RC X xY
Ha X =Y, akkor R egy X-beli homogén binér relacio.

27. Definialja a binér relacié értelmezési tartomanyat és értékkészletét, illetve
adja meg a kapcsol6dé jelGléseket!
X,Y halmaz, RC X xY
R relacié értelmezési tartomanya:
dmn(R) :={x € X |Jy €Y : xRy}
R relacio értékkészlete:
mg(R) :={yeY|dr e X : xRy}

28. Definialja binér relacié kiterjesztését, lesziikitését, lesziikitését egy halmazra!
S, R binér relacio, A halmaz
S C R esetén S az R lesziikitése, vagy R az S kiterjesztése.
R relécio lesziikitése A halmazra: R4 := {(z,y) € R|z € A}

29. Definialja egy binér relacié inverzét!
R binér relacioé
R~ = {(y,2)|(z,y) € R}



30. Definialja halmaz képét és inverz képét binér relaciénal, illetve adja meg a
kapcsol6dé jelbléseket!
R binér relacié, A halmaz
A halmaz képe: R(A):={y|3z € A: (z,y) € R}
A halmaz inverz képe: R™'(A) := {y|3z € A: (y,z) € R}
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R, S binér relaciok
R és S kompoziciéja: Ro S := {(z,y)|3z: zRy ANxSz}
A kompozicié akkor iires, ha dmn(R) és rng(.S) diszjunkt.
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R, S, T binér relaciok
1. (RoS)oT =Ro(SoT) (asszociativ)
2. (RoS)'=8"1oR™

33. Mit jelent az, hogy egy relacié tranzitiv, szimmetrikus, illetve dichotom? Ezek
koziil melyek azok, amik csak a relacién milnak?
X halmaz, R binér relaci6
tranzitiv: Vz,y, z(((z,y) € RA (y,2) € R) = (z,2) € R)
szimmetrikus: Vz,y((z,y) € R = (y,z) € R)
dichotom: Vx,y € X-re (z,y) € RV (y,z) € R igaz
A tranzitivitas és a szimmetria csak a relacion mulik.

34. Mit jelent az, hogy egy relacié antiszimmetrikus, illetve trichotom? Ezek
koziil melyek azok, amik csak a relacion muilnak?
X halmaz, R binér relacio
antiszimmetrikus: Vz,y((z,y) € RA (y,2) ER) =z =y
trichotom: Vx,y € X(z =y ® (x,y) € R & (y,z) € R)
Az antiszimmetria csak a relacién mulik.

35. Mit jelent az, hogy egy relacié szigoriian antiszimmetrikus, reflexiv, illetve
irreflexiv? Ezek koziil melyek azok, amik csak a relacién mulnak?
X halmaz, R binér relacié
szigordan antiszimmetrikus: vV, y((aj, y) € R= (y,x) ¢ R)
reflexiv: Ve € X : (z,x) € R
irreflexiv: Vo € X : (z,2) ¢ R

Az szigoru antiszimmetria csak a relacion mulik.

36. Definialja az ekvivalenciarelaciot, illetve az osztalyozas fogalmat!
X halmaz, R C X x X relacio ekvivalenciarelacié, ha tranzitiv, szimmetrikus és reflexiv.
X részhalmazainak egy O rendszerét X osztalyozasanak nevezziik, ha O paronként disz-
junkt nem iires halmazokbdl all6 halmazrendszer, melyre UO = X

37. Mi a kapcsolat az ekvivalenciarelacidk és az osztalyozasok kozott?
Minden X halmazon értelmezett ekvivalenciareldciohoz (~) létezik egy O = {Z |z € X}
osztalyozas, ahol T = {y € X |y ~ z}
Masfel6l minden osztalyozds megad egy ekvivalenciarelaciot: R =U{Y x Y : Y € O}



38. Definialja a részbenrendezés, illetve a részbenrendezett halmaz fogalmat! Mit
mondhatunk egy részbenrendezett halmaz egy részhalmazardl?
Ha egy X halmazbeli relacié reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, akkor részbenrende-
zésnek nevezzik. Jelolés: <
A részbenrendezett halmaz tulajdonképpen a (X, <) par. X részbenredezett halmaz Y
részhalmaza is részbenrendezett.

39. Definidlja a (teljes) rendezés fogalmat!
Ha a < részbenrendezési relacié dichotom is, azaz, ha X barmely két eleme 6sszehason-
lithato, akkor rendezésnek nevezziik.

40. Mondjon példat részbenrendezett, de nem rendezett halmazra!
n,m € N, n|m reldcié.

41. Definialja egy relaciénak megfelel6 szigort, illetve gyenge relacié fogalmat!
RCX x X
S az R-nek megfelel szigori relacié: xRy A x # y = xSy, ahol S C X x X
T az R-nek megfelelé gyenge relacio: xRy V x =y = Ty, ahol T C X x X

42. Definialja a szigoru részbenrendezést, és fogalmazza meg a kapcsolatat a rész-
benrendezéssel!
Ha < egy X-beli szigoru részbenrendezés, amin egy tranzitiv, szigortian antiszimmetrikus
(tehat irreflexiv is) relaciét értiink, akkor a megfelel6 gyenge relacié egy részbenrendezés

(<)

43. Definialja az intervallumokat, és adja meg a kapcsol6dd jeloléseket!
X egy részbenrendezett halmaz
Ha z > x és z < y, akkor z az x és y kozé esik. Az ilyen elemek halmazdt [z, y]-al jeloljik.
Ha z > z és z < y, akkor z szigorian az z és y kozé esik. Az ilyen elemek halmazat |z, y[
vagy (x,y) jeloli.
Az [x,y[ és az |z, y] értelmezése analdg. Itt haszndlatos a [x,y), illetve a (z,y] jelolés is.
A fenti halmazok k6zos néven intervallumok.

44. Definialja a kezddszelet fogalmat, és adja meg a kapcsol6dé jeloléseket!
X részbenrendezett halmaz
Egy z € X elemhez tartozé kezddszeletnek a {y € X |y < x} részhalmazt nevezziik.
Ennek jelolése: |« z[ (A |« z|, |z, =], [z, —[ jelolések analog értelmezenddk)

45. Definialja a legkisebb és legnagyobb elem fogalmat!
X részbenrendezett halmaz
legkisebb elem: x € X, Vy € X-re x <y
legnagyobb elem: x € X, Vy € X-rex > y
Nem biztos, hogy léteznek ilyen elemek, de ha igen, akkor egyértelmi.

46. Definialja a minimalis és a maximalis elem fogalmat, és adja meg a kapcsol6dé
jeloléseket!
X részbenrendezett halmaz
r € X-et minimalisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb, maximalisnak pedig, ha nincs
nala nagyobb elem.
Ha X-nek d! minimalis eleme, akkor azt min X-szel, ha pedig 3! maximalis eleme azt
max X -szel jeloljiik.



47. Adjon meg egy olyan részbenrendezett halmazt, melyben t6bb minimalis elem
van!

X =1{2,3,4,5,6,10}
R={(z,y) € X?: z|y} reldciéban a 2, 3 és az 5 minimalis.

48. Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, melyben nincs maximalis elem!
Ilyen halmaz példaul a természetes szamok halmaza (N).

49. Definialja az alsé és fels6 korlat fogalmat!
X részbenrendezett halmaz, Y C X,z € X
Yy eY :y <z = x fels6 korlatja Y-nak
Yy eY :y>ax = x alsé korlatja Y-nak

50. Definialja az alsé és a fels6 hatar tulajdonsagot!
X részbenrendezett halmaz
() # S C X felulrdl korlatos, és van felsd korldtja = S felsé hatdr tulajdonsdgi.
() #£ S C X alulrdl korldtos, és van als6 korlatja = S alsé hatar tulajdonsagn.

51. Definialja az infimum és a szuprémum fogalmat!
X részbenrendezett halmaz, Y C X
Ha Y alulrdl korlatos, és az also korlatok halmazaban van legnagyobb elem, akkor azt Y
infimumanak nevezziik. Jele: infY
Ha Y felilrol korlatos, és a felsé korlatok halmazaban van legkisebb elem, akkor azt Y
szuprémumanak nevezzik. Jele: supY

52. Definialja a jélrendezés és a jolrendezett halmaz fogalmat!
Egy X rendezett halmazt jolrendezettnek, a rendezését pedig jolrendezésnek nevezzik,
ha X barmely nem fires részhalmazanak van legkisebb eleme.

53. Adjon meg egy olyan rendezett halmazt, ami nem jélrendezett!
Z., mivel a negativ szamokbdl all6 részhalmaznak nincs legkisebb eleme vagy a
R, mivel példdul a ]0, 1[ intervallumnak nincs legkisebb eleme.

54. Adjon példat jolrendezett halmazra!
N

55. Definialja a fliggvény fogalmat, és ismertesse a kapcsol6dé jeloléseket!

Egy f relaci6 fiiggvény, ha (((x,y) EfN(y)ef)=y= y’).
Jelolések: Vo € dmn(f)-re f(z) =y, f: 2~y (az f figgvény x helyen felvett y értéke),
f: X =Y (X halmazt Y-ba képezd f figgvény)

56. Mi a kiilonbség az f € X — Y ésa f: X — Y kozott?
feX =Y esetén dmn(f) C X, mig
f:X =Y esetén dmn(f) = X

57. Mikor neveziink egy fiiggvényt kolcsonosen egyértelmiinek?
Egy f fiiggvény kélcsondsen egyértelmfl (injektiv), ha (f(z) =yAf(2') =y) =z =2' &
f~1 relaci6 is fiiggvény.

58. Definialja a permutéaci6é fogalmat!
Egy X halmaz onmagdara valé kolcsonosen egyértelmi leképezéseit az X permutdcidjanak
nevezzik.



59. Igaz-e, hogy két fiiggvény Osszetétele is fiiggvény?
Igaz, ha f és g fiiggvény, akkor g o f is az.

60. Mikor allitjuk, hogy két fiiggvény Osszetétele injektiv, sziirjektiv, illetve bi-
jektiv?
Ha f és g injektiv, akkor g o f is.
Ha f: X =Y és g: Y — Z sziirjektivek, akkor go f : X — Z is sziirjektiv.
Ha f és g bijektiv, akkor g o f is.

61. Mikor neveziink egy fiiggvényt monoton névekeddnek, illetve monoton csck-
ken6nek?
X, Y részbenrendezett halmazok, f: X — Y
monoton névekedd, ha x,y € X, x < y esetén f(x) < f(y), és
monoton csékkend, ha x,y € X, x < y esetén f(x) > f(y).

62. Mikor neveziink egy fiiggvényt szigorian monoton novekeddnek, illetve szi-
goruan monoton csékkenének?
X, Y részbenrendezett halmazok, f: X — Y
szigorian monoton névekeds, ha x,y € X, x < y esetén f(x) < f(y), és
szigoriian monoton csékkend, ha x,y € X, x < y esetén f(x) > f(y).

63. Mi a kapcsolat a szigortian monoton novekedd és az injektiv fiiggvények ko-
zott?

Ha X, Y rendezett halmaz, akkor egy f : X — Y szigorian monoton fiiggvény injektiv is.

64. Mit értiink indexhalmaz, indexelt halmaz és indexelt csalad alatt?
f figgvény ¢ helyen felvett értékét fi-vel jeloljiikk. Ilyenkor a fiiggvény I értelmezési
tartomanyat indexhalmaznak, értékkészletét pedig indexelt halmaznak, a fiiggvényt pedig
indexelt csaladnak nevezziik.

65. Definialja az indexelt halmazcsaladokra vonatkozé De Morgan-szabalyokat!
X;, 1 € I # 0 az X részhalmazainak indexelt csalddja. Ekkor az X-re vonatkozé komple-
menter:

(UierXi) = Nier Xi

(NierXi) = Yier X

66. Definialja a binér, unér és nullér miiveletek fogalmat, tovabba ismertesse a
kapcsol6do jel6léseket!
X egy halmaz
X-beli binér miiveleten egy * : X x X — X leképezést értiink,
X-beli unér miiveleten egy * : X — X leképezést értiink, mig
nullér miiveleten x : {()} — X leképetést értiink, ami tulajdonképp X egy elemének a
kijelolése.

67. Adjon meg egy binér miiveletet tablazattal!
Binér logikai miveletek, példaul: A (és), = (implikacid).




68. Hogyan definialunk miiveleteket fiiggvények kozott?
X halmaz, Y halmaz a *x binér miivelettel

(f*g)(x) =Vo € X(f(z)*g(x)), ha f.g: X =Y
Hasonlbéan definialhaték unér és nullér miveletek fiiggvényeken.

69. Definialja a miivelettart6 leképezés fogalmat!
* binér miivelet az X halmazon, *’ binér miivelet az X’ halmazon
v X — X' leképezés miivelettarto, ha V,y € X-re

oz xy) = p(z) + (y)

70. Adjon példat miivelettart6 leképezésre!
X=X"=R
*x = %' = sz0rzas
¢ : x — x? mitvelettarté, mert (xy)? = x%y?

71. Fogalmazza meg a rekurziétételt!
X egy halmaz, a € X, f: X — X fliggvény és N-en teljesiilnek a Peano-axiomak, akkor
Jlg : N — X figgvény, amelyre Vn € N(g(0) = a A g(n™) = f(g(n))).

72. Definialja a karakterisztikus fiiggvény fogalmat, és ismertesse a kapcsol6édd
jeloléseket!

X,Y halmaz, Y C X. Ekkor Y karakterisztikus fiiggvénye:

0, haze X\Y
Xy(m):
1, hazeY

73. Definialja a bal és jobb oldali semleges elem, illetve a semleges elem fogalmat!
G halmaz, x : G x G — G
Ha s € G és Vg € G(sx g = g), akkor s bal oldali semleges elem.
Ha s € G és Vg € G(g * s = g), akkor s jobb oldali semleges elem.
Ha s bal és jobb oldali semleges elem is, akkor s semleges elem.

74. Definialja a félcsoport, a balinverz, a jobbinverz és az inverz fogalméat, tovabba
ismertesse a kapcsol6dé jeloléseket!
G halmaz, x : G x G — G
Ha x asszociativ, akkor a (G, %) grupoid félcsoport.
Ha (G, *) félcsoportban van semleges elem, tehat (G, %) monoid, akkor g, ¢* € G, s sem-
leges elem, illetve

g* g* = s esetén g a g* balinverze, g* pedig a g jobbinverze.
Ha ¢g* a g bal- és jobbinverze, akkor ¢g* inverz.

75. Igaz-e, hogy egy egységelemes multiplikativ félcsoportban, ha h-nak és g-nek
van inverze, akkor h - g-nek is, és ha igen, mi?
Igaz, ha h-nak h*, g-nek g* az inverze, akkor h - g inverze g* - h*.

76. Definialja a csoport és az Abel-csoport fogalmat!
G halmaz, * : G x G — G
(G, *) csoport, ha (G,x) grupoidban a * asszociativ, van semlegesen eleme, tovabba G
minden elemének 1étezik inverze.
(G, *) csoport Abel-csoport, ha * kommutativ.



77. Igaz-e, hogy ha X tetsz6leges halmaz, akkor (P(X),N) egy egységelemes fél-
csoport?
[gaz, egységelemes kommutativ félcsoport, ahol az egységelem maga az X.

78. Igaz-e, hogy ha X tetsz6leges halmaz, akkor (P(X),U) egy csoport?
Nem, egységelemes () az egységelem) kommutativ félcsoport.

79. Igaz-e, hogy ha X tetsz6leges halmaz, akkor (P(X),A) egy félcsoport?
Igaz, Abel-csoport, mivel az inverz a komplementer, az egységelem pedig az ().

80. Igaz-e, ha X tetszdleges halmaz, akkor az X-beli binér relaciék a kompozicié
miivelettel egységelemes félcsoportot alkotnak?
[gaz, mivel a kompoziciéo miivelet asszoc1at1v (R, Q, S relacidkra (RoQ)oS = Ro(QoS) )
az egységelem pedig [y = { r,r) € X x X |z € X} mivel VR C X X X-re Rolx =
]IX oR=R.

81. Igaz-e, ha X tetszdlleges halmaz, akkor az X-et X-re képez6 bijektiv leképe-
zések a kompozicié miivelettel csoportot alkotnak?
Igaz, a bijektiv leképezek csoportot alkotnak, mivel a bijekcié injektiv, és az injektiv
leképezéseknek van inverze.

82. Fogalmazza meg a természetes szamokra a < relacié és a miiveletek kapcso-
latat leiré tételt!

n,m,k €N
n<m&en+k<m-+k
k#0esettnn<men-k<m-k

83. Definialja a véges sorozatokat!
Ha n € N, akkor a [0,n] C N vagy [1,n] C N* halmazon értelmezett fiiggvényeket véges
sorozatnak nevezzik.

84. Fogalmazza meg az altalanos rekurziétételt!
X halmaz, f egy X-be képezé fliggvény, ahol dmn(f) N valamely kezddszeletéb8l X-be
képezo fliggvények halmaza.
Ekkor 3lg : N — X, amely ,f-zart”, tehét Va € N(g(a) = f(glj.ap)

85. Definialja véges sok elem szorzatat félcsoportban és egységelemes félcsoport-
ban!
G egy multiplikativ félcsoport, z : N — G

Az éltalénos rekurziotételt alkalmazva definialhatjuk a
n+1

Hwk szorzatokat gy, hogy H:Uk =1, és H T = (H xk> “ZTpy1  (neNT)

Ha G egységelemes multlphkatlv felcsoport e egysegelemmel akkor érdemes tigy megal-
lapodni, hogy
0

[
k=1

86. Hogyan értelmezziik a ), 4 Tq jelolést?
Ha G félcsoport, A halmaz, r : A — G figgvény,n e NT ésJp: {k e N|[1<k<n}—> A
injektiv leképezés, akkor minden ilyen leképezésre Y, _, k) ugyan az. Ez az dltaldnos
kommutativitds tétele, és ezt a kozos értéket jeloltik >, x,-val.
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87. Definialja a nullgylirii és a zérégylirii fogalmat!
A nullgytiri egy olyan gytiri, ami csak 1 elemet tartalmaz, és ez a 0.
A zérogytirii additiv Abel-csoport, amelyben barmely két elem szorzata 0.

88. Definialja a bal és jobb oldali nulloszté és a nullosztépar fogalmat!
R gytrti, z,y #0 és x,y € R
Ha xy = 0 = x és y nullosztépar. Itt x a bal, mig y a jobb oldali nulloszto.

89. Definialja az integritasi tartomany fogalmat!
Kommutativ nullosztémentes gytiriit integritasi tartomanynak neveziink.

90. Definialja a rendezett integritasi tartomany fogalmat!
Egy R rendezett halmaz rendezett integritasi tartomany, ha integritasi tartomany, és az
alabbi feltételek fennallnak:

l.ojyze€ Re<y=x+2<y+z) (6sszeadds monoton)

2. z,y € R(z,y>0= 2y >0) (szorzids monoton)

91. Fogalmazza meg a sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy integritasi
tartomany rendezett integritasi tartomany legyen!
R integritasi tartomany rendezett integritasi tartomany < ha alaphalmaza rendezett, és
az alabbi feltételek fennallnak:

l.x,y,z€ Rx<y=x+z2z<y+z) (Osszeadds szigortan monoton)

2. 2,y € R(z,y >0= 2y >0) (szorzds szigorian monoton)

92. Fogalmazza meg a rendezett integritasi tartomanyokban az egyenl6tlenségek-
kel val6é szamolas szabalyait leir6 tételt!
R rendezett integritasi tartomany, z,y,z € R

l.Lz2>0=—-12<0,ésx<0=—-x>0

2. (z<yNz>0)=zz<yz

3. (x<yNnz<0)=zxz>yz

4. 2#0=2>>0

5. Ha 1 semleges elem, 0 < x < y és x, y-nak van multiplikativ inverze, akkor 0 < i < %

93. Definialja a test fogalmat, és adjon harom példat testre!
F gyliriit testnek nevezziik, ha a nullelemet 0-val jelolve F\{0} a szorzassal Abel-csoportot
alkot. Ilyen példaul: Q, R, C

94. Definialja a rendezett test fogalmat, és adjon példat olyan testre, mely nem
tehet6 rendezett testté!
Ha egy test rendezett integritasi tartomany, akkor rendezett testnek nevezziik. C nem
tehetd rendezett testté.

95. Fogalmazza meg az arkhimédeszi tulajdonsagot!
F rendezett test arkhimédeszien rendezett, ha x,y € F(x > 0= 3dn € N(nz > y))

96. Mi a kapcsolata az arkhimédeszi tulajdonsagnak a fels6 hatar tulajdonsaggal?
Egy fels6 hatar tulajdonsagu rendezett test mindig arkhimédeszien rendezett.

97. Fogalmazza meg a raciondlis szamok fels6 hatar tulajdonsagara és az arkhi-
médeszi tulajdonsagra vonatkozo tételt!
A Q szamok rendezett teste arkhimédeszien rendezett, de nem fels6 hatar tulajdonsagu.
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98. Fogalmazza meg a valés szamok egyértelmiiségét leir6 tételt!
R’ és R” két fels6 hatar tulajdonsdgt rendezett test. Ekkor Jp : R’ — R” injektiv
leképezés, mely monoton novekvo, illetve 0sszeadas- és szorzastarto.

99. Definialja a bévitett valés szamokat!
R =R U{—00,+c}. A R szdmok rendezésének kiterjesztése R-ra: —oo < ¥ < 400
Ellentett képzése: —(+00) = —00 és —(—00) = +00
Osszeadds: © + (+00) = (+00) + 2 = 400, ha z € R, és z > —o0
+ (—o0) = (—0) + o= —o0, ha x € R, és 7 < +00
A (4o00) + ( 00) és a (—o0) + (400) nincs értelmezve.

100. Fogalmazza meg a valés szamok létezését leird tételt!
Létezik felsé hatar tulajdonsagu rendezett test.

101. Definidlja a komplex szamok halmazat a miiveletekkel!

A komplex szamok halmaza C = R x R, azaz rendezett valés szamparok halmaza az
(z,y) + (2/,y) = (x + 2/, y + /) Osszeadassal,
ésa (x,y) - (,y) = (v’ —yy', vy’ + 2'y) szorzéasal, mint miiveletekkel.

102. Adja meg a R beagyazasat C-be!
r,r € R

1. (z,0) + (2/,0) = (x + 2, 0)

2. (z,0) - (2/,0) = (z2',0)
Emiatt az x +— (x,0) injektiv, Osszeadds- és szorzastarté leképezése R-nek C-be, igy
R = {(x,O) €C|x€]R{}

103. Definialja i-t, komplex szam valds és képzetes részét, konjugaltjat és a kép-
zetes szamok fogalmat!
(0,1) komplex szamot jelolje i. Ennek segitségével tetszéleges a,b € R, (a,b) komplex
szam atirhat6 a + bi alakba (algebrai alak). z = a+ bi € C esetén z képzetes része b (jele:
Im(2) = b), illetve valds része a (jele: Re(z) = a).
z konjugaltja a Z = a + bi = a — bi komplex szammal egyenld.
Ha Re(z) = 0, akkor z képzetes szam.

104. Fogalmazza meg a komplex konjugalas tulajdonsagait!
Definicié alapjan kovetkeznek a kovetkezo Osszefiiggések:

l.z==2 4. z+Z = 2Re(z) 5 <1)

N | =

2. z+w=zZ+w 5. z—z =2Im(z):

3. Zw=Z-w

105. Definialja a komplex szam abszolit értékét! Milyen tételt hasznalt?
(x,y) € C Felhasznalt tétel: Pitagorasz-tétel

\(x,y)\ = \/1'24_y2 =T

106. Fogalmazza meg a komplex szamok abszolutértékének tulajdonsagait!
zzweC,zrelR

1. 2z = |2|? 5. z| = |2]
1 zZ 6. |zw| = |z||w]|
2. -=—"_h 0
ST 7. [Re(:)| < |2
. <
3. |(z,0)] = || g !Im(zﬂz\z\
400 =06s2#0=|2>0 et wl < ]+
10. |[z] = |w]| < |z — w|

—_
N}



107. Definialja a komplex szamokra a sgn fiiggvényt, és fogalmazza meg tulajdon-
sagait!

zeC Tulajdonsagai:

0, ha z =10 N I
B sgn(z) = gu(2)

—, haz#0 sgn(z)| =1, ha 2 # 0

KN
108. Definialja a komplex szamok trigonometrikus alakjat és argumentumat!
0#£2¢€C
Jt € R(sgn(z) = cost + isint). Ha ez az Osszefiiggés fenndll, akkor a ¢ + 2kn(k € Z)
szamokra is, és csak ezekre. Ha z = 0, akkor barmely ¢ € R valaszthato. Ilyenkor a z
trigonometrikus alakja z = |z|(cost +isint). A z argumentuma (jele: arg(z)) az a t € R,
amelyre —m <t <7 és z = |z|(cost +isint)

109. Irja fel két komplex szam szorzatat és hanyadosat trigonometrikus alakjuk
segitségével!
z,w € C, t =arg(z), s = arg(w)

zw = |z|(cost +isint) - |w|(cos s + isins) = |zw|(cos (s + t) + isin (s + 1))

z  z-w |2

—(cos(t—s)—i—z’sin(t—s)),haw;«éO

w o fw ]

110. Ha n € NT és w € C, irja fel a 2™ = w egyenlet Gsszes megoldasat!
w = 0 esetén z = 0, kiilénben, ha t = arg(w), k € N

t+ 2k t+ 2k
2z, = \"/|w|<cos (:) + isin (:>>, k=10, n—1]
n

n
kiillonb6z6 komplex szamok, amelyek n-edik hatvanya w.

111. irja fel az n-edik komplex egységgyokoket. Mit értiink primitiv n-edik egy-
séggyokok alatt?
Specidlisan, ha w = 1, akkor az " = 1 feltételnek az alabbi komplex szdmok tesznek

eleget:

2k 2k
£ = COS (—W) + isin (—ﬂ), k=10, n—1]
n n
Ezeket n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik.

Az n-edik primitiv egységgyokok hatvanyaiként az Osszes tObbi egységgyok elGall.

112. Ha n € Nt és w € C, irja fel a 2™ = w egyenlet 6sszes megoldasat az n-edik
egységgyok segitségével!
2, = z€, ahol k = [0, n — 1]

113. Fogalmazza meg az algebra alaptételét!
n

Ha n € N*, valamint ¢y, ¢y, ..., ¢, € C, ¢, # 0, akkor 32 € C, amelyre chzk = 0.
k=0

114. Definialja a halmazok ekvivalencidjat, és sorolja fel tulajdonsagait!
Tetszoleges X, Y halmazok ekvivalensek, ha dp : X — Y bijekcio. Jelolése: X ~ Y.
Tulajdonsagai:

1. X ~ X (reflexiv)

2. X~Y =Y ~X (szimmetrikus)

3. X ~YANY~Z)=X~Z (tranzitiv)
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115. Ha az X és X' illetve Y és Y’ halmazok ekvivalensek, milyen mas halmazok
ekvivalenciajara kovetkeztethetiink?

X xY és X' x Y’ is ekvivalens.

116. Definidlja a véges és végtelen halmazok fogalmat!
X halmaz véges, ha valamely n € N szdmra ekvivalens a {1,2,...,n} halmazzal, egyébként
végtelen.

117. Definidlja egy véges halmaz elemeinek a szamat! Hogyan jel6ljik? Mit
hasznilt fel a definiciéhoz?
Az az egyértelmlien meghatarozott n € N, melyre adott X véges halmaz ekvivalens
{1,2,...,n}-nel, az X halmaz elemeinek a szama. Jele: #(X), card(X), | X|
A definiciéhoz felhasznaltuk, hogy minden véges halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens
{1,2,...,n} halmazzal.

118. Fogalmazza meg a véges halmazok és elemszamuk tulajdonsagait leiréd tételt!
X, Y halmazok
1. X véges és Y C X =Y is véges, és §(V) < §(X)
X véges és Y C X =Y is véges, és #(Y) < §(X)
X, Y véges és diszjunkt = X UY is véges, és (X UY) = #(X) + §(Y)
X,Y véges = (X UY) +4(XNY) =4(X) +4(Y)
X,Y véges = X x Y is véges, és (X x V) =4(X) - ¢
X,Y véges = XV is véges, és #(XY) = 4(X)*)
X véges = P(X) is véges, és #(P(X)) = 24X
ha X véges, és [ : X — Y szirjektiv, akkor Y is véges, #(Y) < #(X), és ha f nem
injektiv, akkor §(Y) < #(X)

XN DO W

119. Fogalmazza meg a skatulyaelvet!
X,Y véges halmazok, #(X) > 4(Y), akkor egy f: X — Y leképezés nem lehet injektiv.

120. Mit mondhatunk egy véges halmazban minimalis és maximalis elem létezé-
sérol?
Részbenrendezett halmaz barmely nem iires részhalmazanak van miniméalis és maximalis
eleme.

121. Mit mondhatunk véges halmaz Gsszes permutaciéinak szamarol?
Egy véges n elemfii halmaz permutdciéinak szama P, = [[,_, k = n!
X véges halmaz permutéciéinak a szdma csak #(X)-t6l figg.

szamarol?
{1,2, ..., k}-t A-ba képez6 injektiv leképezéseket az A k-ad osztéaly varidcidinak nevezzik.

|
Ha 4(A) = n, akkor szamuk V* = ﬁ

123. Definialja az ismétléses variacidok fogalmat! Mit mondhatunk egy véges hal-
maz Osszes ismétléses variaciéinak szamardl?
{1,2, ..., k}-t A-ba képezb leképezéseket az A k-ad osztalyu ismétléses varidcioinak nevez-
ziikk. Ha #(A) = n, akkor V® = n¥

14



124. Mit értiink egy véges halmaz kombinaciéin, és mit mondhatunk az Gsszes
kombinaciék szamarol?
A halmaz k € N elemii részhalmazait az A halmaz k-ad osztélyd kombinacidinak nevezzik.

! n
Ha #(A) = n, akkor C¥ = ——  —
a f(A) = n, akkor C} R — ] (k)

125. Mit értiink egy véges halmaz ismétléses kombinacidéin, és mit mondhatunk
el az Osszes ismétléses kombinacidk szamaroél?
A halmaz k-ad osztalyt ismétléses kombinacioi olyan f : A — N fiiggvények, melyekre

S en fa) = k igaz. #(A) = n esetén CF = (n + l]j: - 1)

126. Mit értiink egy véges halmaz ismétléses permutacidéin, és mit mondhatunk
az Osszes ismétléses permutacié szamarol?
Ha r,iq,19,...,1, € N, akkor az ay, as, ..., a, kilonb6zo elemek i1, s, ..., 7, ismétlodési is-
métléses permutdcioéi az olyan n = i1 + 12 + ... + ¢, -tagl szorzatok, amelyekben az a; elem

i;-szer fordul el6. Ezek szama P, = RN
11:19: * * * 1p-

127. Fogalmazza meg a binomialis tételt!
R kommutativ egységelemes gytrl, =,y € R, n € N
n

(+y)" = (Z) iyt

k=0

128. irja fel a Pascal-hdromszog elsd 8 sorat!

0. 1

1. 1 1

2. 1 2 1

3. 1 3 3 1

4. 1 4 6 4 1

5. 1 5 10 10 D 1

6. 1 6 15 20 15 6 1

7. 1 7 21 35 35 21 7 1

129. Fogalmazza meg a polinomidlis tételt!
R kommutativ egységelemes gytrt, n,r € N, xq, xs, ..., 2, € R. Ekkor

<$1+Iz+.-.+l‘r>n: § P;MQ’ 717$11I22 IZJ

Z'1Tf—i'2+...-"rir:n
11,82,...,0r EN

130. Fogalmazza meg a logikai szita formulat!
Xy, Xo, ..., X}, az X véges halmaz részhalmazai
f: X — Y, ahol Y Abel-csoport. Legyen

S=Y f(x)

zeX

s= % S f@eslegrenSo= S (@)

1<in <ip<...<ir<k z€(X;; NX;5N...NX5,.) reX\Uk_ | X;

EkkorS[):S_S1+SQ_S3+"'+<_1)kSk
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131. Definidlja a természetes szamok korében az oszthatésagot, és adja meg a
jeloléseket!
m,n € N. m-et n osztdjanak, vagy n-t m tébbszorosének nevezziik, illetve azt mondjuk,
hogy n oszthaté m-el, ha 3k € N(n = mk). Jelolés: m|n (m osztdja n-nek)

132. Sorolja fel a természetes szamok korében az oszthatdésag alaptulajdonsagait!
n,m e N

1. (njm A n/im') = nn'|mm/ 6. (k € NT Amk|nk) = m|n

2. Vn € N(n|0) 7. (mln; Nk € N) = m| > kiny
3. 0ln=n=0 8. (m#0AmIn)=m<n

4. Vn € N(1|n) 9. az | relaci6 részbenrendezés

5. Yk € N(m|n = mk|nk)

133. Definialja a természetes szamok korében a primszam és a torzsszam fogal-
mat! Mi a kapcsolat a két fogalom kozott?
k,m,n,pe N
Han > 1 csak 1-n vagy n -1 alakban irhaté fel természetes szamok szorzataként, akkor
n torzsszam (irreducibilis).
Ha p > 1 és p|km (minden lehetséges km felbontasra) esetén p|kV p|m, akkor p primszam.
Minden primszam toérzsszam, és minden torzsszam primszam.

134. Definidlja egységelemes integritasi tartomanyban az oszthatésagot, és adja
meg a jelolését!
R egységelemes integritasi tartomany, a,b € R
a osztdja b-nek, vagy b az a tobbszorose, illetve b oszthaté a-val, ha 3¢ € R(b = ac).
Jelolése: alb

135. Sorolja fel egységelemes integritasi tartomanyban az oszthatdésag alaptulaj-
donsagait!
R egységelemes integritasi tartomany, a,b,c € R

1. (albAd'|b) = ad'|bb 5. alb = V¢ € R(ac|bc)

2. Ya € R(al0) 6. (aclbcANc#0)=alb

3. 0la=a=0 7. (alb; A € R) = a| > 1_, cib;
4. Va € R(1|a) (1 egységelem) 8. az | relacié reflexiv és tranzitiv

136. Definialja az asszocialtak fogalmat, és sorolja fel ennek a kapcsolatnak a
tulajdonsagait!
R egységelemes integritasi tartomany, a,b € R
Ha alb A bla = a és b asszocidltak. Tulajdonsagok:
Ez a relacio ekvivalenciarelaci, és kompatibilis a szorzassal.
A 0-nak csak 6nmaga az asszocialtja.
A | relacié kompatibilis ezzel az ekvivalenciarelaciéval, és az ekvivalenciaosztalyokon
tekintve részbenrendezést kapunk.

137. Definidlja az egységek fogalmat, és sorolja fel az egységek halmazanak tulaj-
donsagait!
Egy R egységelemes integritasi tartomanyban 1 asszocialtjait egységeknek nevezziik, tehat
az egységek R azon elemei, melyeknek 3 a szorzasra nézve inverziik. Tulajdonsagok:

Az egységek R minden elemének osztoi.

Az egységek a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak.
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138. Mi a kapcsolat az egységek és az asszocialtak kozott?
R egységelemes integritasi tartomany
a € R asszocidltjai a ea alaka elemek, ahol € egység.

139. Mi a kapcsolat a N és az Z szamok korében vett oszthatésag kozott?
Ha a,b € Z, akkor |ab| = |al|b].
m|n akkor teljesiil az Z szdmok korében, ha [m|||n| teljesiil N-ben.

140. Definialja egységelemes integritasi tartomanyban a primelem és az irreduci-
bilis elem fogalmat! Mi a kapcsolat a két fogalom kozott?
R egységelemes integritasi tartomany
0 # a € R irreducibilis, ha nem egység, és csak a = bc (ahol b vagy c egység, b,c € R)
alakban rhato fel.
0 # p € R primelem, ha nem egység és plab (a,b € R, minden lehetséges ab-re) esetén
plaV plb.
Minden primelem irreducibilis, de nem minden irreducibilis elem primelem.

141. Mit értiink egységelemes integritasi tartomanyban legnagyobb kozos osztd
alatt?
R egységelemes integritasi tartomany, aq,as,...,a, € R elemeknek a b € R elem legna-
gyobb kézés osztéja, ha i = 1,2, ..., n esetén bla;, és ha V'|a; = b'|b.

142. Mikor mondjuk egységelemes integritasi tartomany elemire, hogy relativ
primek?
R egységelemes integritasi tartomany, aq,as,...,a, € R relativ primek, ha legnagyobb
kozos osztoik egységek.

143. Mit értiink egységelemes integritasi tartomanyban legkisebb k6zos t6bbszo-
ros alatt?

R egységelemes integritasi tartomany, aq, as, ..., a, € R elemeknek a b € R elem legkisebb
ko6zds tobbszdrdse, ha i = 1,2, ..., n esetén a;|b, és ha a;|b' = b|V'.

144. Egyértelmii-e az Z szamok korében a legnagyobb k6zos oszt6? Ismertesse a
kapcsol6dé jeloléseket!
Nem, ay, asg, ..., a, € Z szamok legnagyobb ko6zos osztdi kozil az egyik nemnegativ. Ennek
jelolései: Inko(ay, ag, ..., a,), ged(aq, ag, ..., a,), (ai,as, ..., a,)

145. Egyértelmii-e az 7Z szamok korében a legkisebb k6zos tobbszoros? Ismertesse
a kapcsolddéd jeloléseket!
Nem, ay,as,...,a, € Z szamok legkisebb kozos tobbszorosei koziil az egyik nemnegativ.
Ennek jelolései: lkkt(aq, as, ..., ay), lem(aq, ag, ..., a,), (a1, as, ..., a,)

146. Ismertesse a bévitett euklideszi algoritmust!
Célja a, b egészek d legnagyobb kozos osztojanak, illetve x,y € Z szamok meghatarozasa
ugy, hogy d = ax + by teljesiiljon.
1. [Init] LEGYEN zg < 1, yo < 0, rg < a, 10, y1 < 1, r1 < b, n<+0
2. [Vége?] HA 7,,1 =0 AKKOR x < X, y < Yn, d < 1, VEGE.
3. [Ciklus| LEGYEN ¢ui1 ¢ |7n/Tns1l]s  Tag2 < 7 mod 71 = 7 — Tn1 @t
Tpio < Tn — Tni1Qnils Ynt2 & Un — Yns1Gne1, 1 4 n-+1 ES MENJUNK (2)-RE.
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147. Mely tétel alapjan szamolhatjuk ki véges sok egész szam legnagyobb k6zos
osztdjat primfelbontas nélkiil?
Barmely ay, as, ..., a, € Z szamok legnagyobb kozos osztdjanak a kiszamitasa visszavezet-
het6 két szam legnagyobb kozos osztdjara:

Inko(ay, as, ..., a,) = Inko(lnko(ay, as), as,...,a,)
Emiatt az euklideszi algoritmus ismételt alkalmazasaval is kiszamithatoé a legnagyobb
koz0s 0szto.

148. Fogalmazza meg a szamelmélet alaptételét!
Minden N* szdm a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felirhatd primszamok szorzataként.

149. Ismertesse Erathoszthenész szitajat!
Segitségével egy adot n-ig tudjuk meghatarozni a primeket. Lépései:
1. Irjuk fel a szdmokat 2-t8l n-ig.
2. Az elsO szam (2) prim, az 6sszes tObbi tobbszorose Osszetett, ezért huzzuk ki Sket!
3. A megmaradé szamok koziil az elsé prim (3), hizzuk ki a tobbszoroseit!
4. A végén n-nél nem nagyobb primek maradnak.

150. Definialja egész szamok kongruenciajat, és adja meg a kapcsol6dé jeloléseket!
a,b,m € Z és mla — b = a és b kongruensek modulo m. Jelolés: a = b (mod m)

151. Fogalmazza meg az egész szamok kongruenciajanak egyszeri tulajdonsagait!
a,b,d e

1. (a=b (mod m) Adlm) = a=b (mod d)

2. a=b (mod m) < 0+#d € Z(ad = bd (mod md))

3. barmely adott m € Z-re a kongruencia ekvivalenciarelacié Z-ben

4. a=0b (mod m) < a=b (mod —m)

152. Definiadlja a maradékosztaly, redukalt maradékosztaly, teljes és redukalt ma-
radékrendszer fogalmat!
Egy m € Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztalyait maradékosztalyoknak
nevezzik.
Ha egy maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik, és
ekkor a maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak nevezziik.
Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.
Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes mara-
dékrendszernek nevezzik.
Ha egy maradékrendszer pontosan a redukalt maradékosztalyokbol tartalmaz elemet, ak-
kor redukalt maradékrendszer.

153. Definialja Z,,-et! Milyen algebrai struktara Z,, az Osszeadassal és a szorzas-
sal?
Az m € Z modulus szerinti kongruencia kompatibilis az Osszeadassal és a szorzassal. A
maradékosztalyok kommutativ egységelemes gytiriit alkotnak az Osszeadassal és a szor-
zassal. Ezt a gytrit jeloljik Z,,-el.

154. Fogalmazza meg a (Zm,, +,-) gylri tulajdonsigat leiré tételt!
l<meZ

1. (1 < Inko(a,m) < m) = a maradékosztalya nullosztd Z,,-ben.

2. (lnko(a, m) = 1) = a maradékosztalyanak van multiplikativ inverze Z,,-ben.
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155. Mit mondhatunk az aa; + b szamokrdl, ha a; egy maradékrendszer, illetve
egy redukalt maradékrendszer elemeit futja be?
1 <m € Z, a relativ prim m-hez.
Ha aq, as, ..., a,, teljes maradékrendszer modulo mAb € Z, akkor aa;+b, aas+b, ..., aa,, +b
is teljes maradékrendszer modulo m.
Ha ay, as, ..., apy(m) redukdlt maradékrendszer modulo m, akkor aay, aas, ..., aaymy) is redu-
kalt maradékrendszer modulo m.

156. Fogalmazza meg az Euler-Fermat-tételt!
1 <m € Z, a relativ prim m-hez.
Ekkor a#™ =1 (mod m).

157. Fogalmazza meg a Fermat-tételt!
Legyen p primszam

l.a€ZApta= a'=1 (mod p).

2. a€Z=da”=a (mod p).

158. Fogalmazza meg a kinai maradéktételt!
Legyenek mq, mo, ..., m, egynél nagyobb, paronként relativ prim N szamok, ¢y, co, ...,c, €
Z. Az v = ¢; (mod m;), j = 1,2, ...,n kongruenciarendszer megoldhatd, és barmely két
megoldéasa kongruens modulo myms - - - m,,.
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